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Applications u.d. mod 1

Définition (H. Weyl, 1916 - Kuipers & Niederreiter, 1974).
Q := (g;)j<s : R = R’ est uniformément distribuée mod 1 si

vI C [O, 1[‘]7 lim VOl{y € [O,Y]; {Q(y)} € I} — VOI(I).

Y =400 Y




Applications u.d. mod 1

Propositions.
e p; € Rly], p;(0) = 0, Z-lin. indépendants =
Q= (pj (yl/d))jgj est u.d. mod. 1.

e Conséquence : S(y) comb. lin. de e”’f(yl/d), p; pol. distincts nuls en 0,

d
= Je >0, / —y:+oo.
1| Y

e Conséquence faible : p; € R[y] distincts, p;(0) = 0,

S(y) = Zj<_, cjeipf(yl/d) ne tend pas vers 0 quand y — +oo.



Motivation générale : logique & géometrie vs intégration

Etude de RMDXBx’—Mﬁ(iC):/ flz,y) dy,

yeR™

lorsque f appartient a une certaine classe de fonctions, pour comprendre
comment intégrer détruit ou préserve les propriétés géométriques de f.

Stratégie. Préparer la fonction f sur des cellules et en comprendre la
forme et I’asymptotique.

Cadre possible : Une classe de fonctions construites a partir des
fonctions sous-analytiques pour lesquelles on dispose du théoréme de
préparation de Parusinski/Lion-Rolin.



Motivation spécifique : intégrales oscillantes

R" 3z F(z) = / @Y (2 y) dy.

yERM

Exemple 1. m=1et S (z) = fyG]R" e =?W £ () dy.
e Phase ¢ : analytique, ¢(0) = 0, 0 € R™ singularité isolée ¢,
o Amplitude f : €°° a support compact.

En théorie des singularités. (Arnol’d-Gusein-Zade-Varchenko,
Malgrange, E. M. Stein...) Asymptotique de .# (z) quand = — 400 vs les
singularités de ¢. Aprés résolution des singularités de ¢ :

n—1
IreN, () o Z o Zap,k log"* .
pEN* k=0

ap,k # 0 <= e2im(F-1) v.p. de la monodromie de ¢ de mult. > k + 1.

Exemple 2. Transformée de Fourier & paramétres

flz) = /eRne_M(”)f (z,y) dy.



Ensembles et fonctions sous-analytiques
Ensembles sous-analytiques. ./ = (LV,I)TLeN minimal tel que

e R" € .7, C Z(R"),

e ., contient tous les ensembles algébriques et est stable par union finie
et complémentaire,

o .7 stable par projection R" x R — R" et produit,

e .Y, 41 contient les graphes des fonctions analytiques restreintes
=11 =R
Exemples. [1,400[> z — y =log(1+ 1) € %2, y =sinz, y =logz ¢ S>.
Fonctions sous-analytiques. Fonctions ayant un graphe s.a.
X sa CR", AX)={f:X—->R; fsa.l}
Remarque. fsa. = Ip € Q, a € R, f(x) ~o az?.
Théoréme (Parusinski, Lion-Rolin).

e Les ensembles s.a. se décomposent en un nombre fini de cellules
analytiques,

e Les fonctions s.a. se préparent sur des cellules :

f(@y) = (y = 0(z)) h(z)u(z, y).



Ce qui est connu

Question de départ (¢ = 0) : Quelle est la classe de .# quand
fesS (X xR")?

Notation.

e Pour X CR™ et f: X x R™ — R notons
Int(f) :=={z € X sy~ f(z,y) € L' R")}.

e Pour X C R™ s.a., I'algébre des fonctions « log-s.a. » :
% (X) := R-algébre engendrée par {g,logh: g,h € ¥ (X), h >0}

> 9 [] loghyw-

J<J k<K
Théoréme (Lion-Rolin, 1998 4+ C-Lion-Rolin, 2000).
fe S (X xR") = Int(f) est s.a. et & € € (X).

Question suivante. Quelle est la stabilité du processus d’intégration &
partir de I'intégration des fonctions sous-analytiques ?

Théoréme (Cluckers-D. Miller, 2011).
fEF(X xRY) = Int(f) =v *(0) ot v € ¥(X) and .7 € ¥ (X).



Fonctions s.a. et fonctions oscillantes

On introduit les fonctions oscillantes dans le jeu (ie ¢ # 0).

Notation. Pour X C R™ s.a.
e 92 (X) := C-algébre engendrée par ¢ (X) et {ei“"@) e (X)}

Question. f € 2 (X x R") - 7 (X).
NON : Z n’est pas stable par intégration.

Exemple. Si 7 était stable par .# alors e ¥l = f(y) € 2, f(z) = Mﬁ'
Mais les fonctions de 2 ont des développements asymptotiques convergents
de la forme (par préparation s.a.)

e =" 8.y log™ Y, Ta,sn €Q, Tayse N\

n>m

N L .. ipi (yt/d N
ou S, est une combinaison linéaire de J termes e*?J ' ), p; polyndme.
Ceci implique Sy, (y) — 0. Contradiction, car :
y—r—+o00

Fait. S, # 0 alors Sy, (y) ne tend pas vers 0 quand y — +oo mais oscille.



Eléments transcendants

Trouver des fonctions a adjoindre & 2 pour décrire la plus petite algébre
stable par intégration et contenant Z.

Yh,e(x /h z,t) log” |t|edt,

LeN, he (X xR), h(z,-) € L* (R).
Notation. Pour X s.-a.

* &(X):= 7 (X)-module engendré par {yn,}, ,-

Théoréme de stabilité. f € & (X x R") = il existe h, F' € & (X) tels
que

1. Int(f) = h=*(0),

2. Yz € Int(f), F(x)= f(z,y)dy.
RTL
Corollaire. & (X) est une C-algébre.
Preuve du corollaire Fubini : , L
e (x) e () = [foa b (2, ) - 1 (2, 8) - og” |t] - log” [¢'| () drar’
€ I(2) = (X) par le theoreme de stabilite. [



Corollaire.

1. & est la plus petite collection de C-algébres contenant
S U{e¥: ¢ €.} et stable par intégration. [

2. En particulier & est stable par transformée de Fourier. [J



Générateurs de &

Remarque. Un éléments de & (X x R™) est une somme finie de
générateurs du type

T (@) = f (5,9) - €*CY 5 (2,9) | o

feEFC(X xR, pe L (X xR") et y(x,y) = /h(ac,y7 t) log® |t|e™ dt.
R
Déf. Un générateur T (z,y) € & (X x R™) est super-intégrable quand
yr— 1F @) [ ooty log! ] dre 2 =)
R

Proposition. T € &(X x R"™) super-intégrable = 91 € & (X).

Proof. Fubini :

/ T (x,y)dy = // F (@, y) b (,y,t) log" [t] ) dyd.
]:RTL

Rn+1
Donc on suppose T = f (z,y) ™Y € 2 (X x R").
Sur une cellule, on change de variables : z = p(z,y) et on prépare en z pour
obtenir un facteur v. [J



Etape clef : Lemme de séparation dans & (X xR)

Lemme de séparation. Pour f € & (X xR), sur des cellules de X x R, il
existe deux ensembles finis d’indices J'P°" JP%d C N et des générateurs

Sj, Bj tels que
f= 2 Si+ X B

jEJSuper jeJBad

e S; super-intégrable,

e B = fi(z)y" log® y eipj(m’yl/d>, p;j polynémes, r; > —1
Preuve du lemme de séparation. On développe h en série entiére en
yl/ 4. et on intégre par parties successivement pour créer Sjet B;. O
Preuve du théoréme de stabilité.
Fait : z € Int <Z}_EJBMBJ,X) — Vj € B f(z)=0.
fR f (Ly) dy = ZjeJSuper fR S;dyeé& (X) .

Le cas n > 1 : récurrence sur n et théoréme de Fubini. [



Fait : z € Int <Z€]BadBj,X> — Vj € B f(z)=0.
JE.

Preuve. B; (y) =y" log® yf;(z)e'i (yl/d), p; polynémes distincts.

Soit S (1) = X5, o ymasimat ()€ (7). Comme 477 (log )™ >y,



LP-complétude et transformée de Fourier L?

Théoréme de « LP-complétude ». Pour p > 1, (fy(z))yer € &(X x R)
Cauchy dans LP(X) = fy % feéX).
y——+o0o

Corollaire. .Z : £NL2 2% N2 O



